ULOHY NA VETU O LAGRANGEOVYCH MULTIPLIKATORECH

Naleznéte maxima a minima funkce f na mnoziné M.

1. f(x,y,2) =ayz; M = {[z,y,2] € R3 22 +¢y> + 22 =1}

2. f(z,y,z) =sinzsinysinz; M = {[z,y, 2 ]€R3;x+y+z=g,x>0,y>0,z>0}
3. f(z,y,2) =ay?2% M ={[z,y,2] eR3 2+ 2y+32=a,2 >0,y >0, 2>0};kde a > 0
4. f(z,y) =y; M ={[z,y] € R?* (2* +4*)* - 2(a® —y*) = 0}

5. f(zyy)=22+y; M ={[z,y] € R? 43 —4dy+ 22 =0, y >0}

6. f(x,y) =2y M= {[z,y] € R* 2 +y* <16,2 > -1}

7. f(zy)=20+4y; M ={[z,y) e R* Yz + yy<1,2>0,y >0}

8. fv,y.2)=e¢* (@ +ay+y?); M={ln,y,2] €eR% 2 +y2 =1,]2| < 1}

9. f(ac,y):—y + 22+ 32% M ={[z,y] € R% 22 + y? < 4,2 <0}

10. f(x,y,2)=ay+yz; M ={[z,y,2] eER* 2> +y?’ + 22 =1, 2+y+2=1}

11. f(z,y) = (x2+7y2)e_(27”2+y2); M = {[z,y] € R?; 2? +4y* < 1}

12. f(z,y,2) =2+e"; M ={[z,y,2] e R®; 2?2 +9y? + 22 =1, 22 +¢y? = 2?}

13. f(r,y,2) =22 +222+ 9> +2; M ={[n,y,2] e R? 22 +9°> + 22 =1, v = ¢* + 2%}
14. f(z,y) = arctgx + arctgy; M = {[z,y] € R% 22 +y?> <1, 2 >0,y >0}

VYSLEDKY

1. Maximum: [1/+/3,1/v/3,1/V/3], [1/V3, —1/v/3, —1/3/3], [-1/v/3,1/V/3, —=1/v3], [-1/v/3, —=1/v/3,1/V/3];
minimum: [—1/v/3,1/v/3,1/v/3], [1/v/3, —1/v/3,1/v/3], [1/V/3,1/3/3, —1/3/3],[-1/v/3, —1/v/3, —1//3].

2. Maximum: [7/6, /6, 7 /6]; minima se nenabyvd. 3. Maximum: [a/6, /6, a/6]; minima se nenabyva.

4. Maximum: [v/3/2,1/2], [-v/3/2, 1/2]'minimum' [V3/2,—1/2], [-v3/2,—1/2].

5. Maximum: [y/7+/5/12/3,/5/12], [—1/7+/5/12/3, \/5/12]; minimum: [0, 0.

6. Mnozina M je omezend a uzavfend, a proto je kompaktni. Funkce f je spojitd na M, takZe na M
nabyva svého maxima i minima. Spoétéme parcidlni derivace funkce f a zkoumejme, zda uvnitf mnozin
M existuje bod, kde jsou obé parcidlni derivace funkce f nulové.

of of _ oA 2

Obé parcidlni derivace jsou nulové pro [0, y]; y € (—2,2). Hranici mnoZiny M si rozdélme na dvé ¢4sti:
Hy = {[z,y] € R? 2 +y* = 16,2 > —1},
Hy = {[-1,y] € R* y € (—V/15,V15)}.

Pro nalezeni podezielych bodd na mnoziné H; pouzijeme metodu Lagrangeovych multiplikatord. Vazebna
podminka je uréena funkei g(z,y) = x* + y* — 16, kterd je (stejné jako f) tfidy C'(R?). Pro parcidlni
derivace funkce g plati

== (z,y) = 4y,

dg dg

g @y =4t @y =47 (o] €RE
Pro kazdé [z, y] € H plati ( 9 (z, y), 2 3e 9(x,y)) # (0,0). Re§me nésledujici soustavu
zt ot = 16, (1)
4oy = Ma?, ()

zt = My 3)

1



Z (2) vyplyva, Ze x = 0 nebo y = A. V prvnim piipadé dostaneme z (1), Ze y = 2. V druhém piipadé
dostaneme z (3), Ze © = /2y nebo x = —+/2y. Dosazenim do (1) obdrZzime body

2v2 2 2v2 2 2v2 2 22 2
Posledni dva body ovSem nespliiuji podminku = > —1. Zkoumejme chovani na mnoziné Hs. Funkce f md
na Ho tvar:

f-Ly) =y,  ye(~VI5 V)
DalSimi podezielymi body tedy jsou
[_L{L/BL [_17_\4/5]

Porovnanim funk¢nich hodnot v podezielych bodech zjistime, Ze f nabyvd maxima na mnoziné M v bodé

[%, %} a minima v [22—\/?, —4%/5}

7. MnoZina M je omezend a uzaviend, a proto je kompaktni. Funkce f je spojitd na M, takZe na M
nabyva svého maxima i minima. Spo¢téme parcidlni derivace funkce f a zkoumejme, zda uvnitf mnoZiny
M existuje bod, kde jsou obé parcidlni derivace funkce f nulové.

7($,y) = 27 %($,y) = 4’ [x,y] € RQ'

Obe€ parcidlni derivace jsou vzdy nenulové a proto f nabyva extrémt na hranici M. Hranici mnoziny M si

rozdélme na tfi ¢4sti:
Hy = {[z,y] € R% Vo + Yy =1,2 >0, y > 0},
Hy = {[0,y] € R% y € (0, 1)},
H3 = {[z,0] € R% 2 € (0,1)}.
Pro nalezeni podezielych bodti na mnoZiné H; pouZzijeme metodu Lagrangeovych multiplikatort. Vazebna

podminka je urCena funkei g(x,y) = v/« + /y — 1, kterd je (stejné jako f) tiidy C ! na prvnim otevieném
kvadrantu. Pro parcidlni derivace funkce g plati

dg 1 _ dg 1 _
%($7y): Zx 3/47 Fy(x7y):1y 3/47 $>O, y>0

Pro kazdé [x,y] € H; plati (%(x, Y), g—g(a:, y)) # (0,0). Re$me nésledujici soustavu

Vet =1, (1)
2= )&x_?’/‘L, )

1
4= \=y 34, 3
1Y (3)

Z (2) a (3) vyplyva, ze = 2+/2y. Dosazenim do (1) obdrzime podeziely bod
24/3 1
(21/3 + 1)4’ (21/3 + 1)4 :

Zkoumejme chovani na mnoziné Hs. Funkce f ma na Hs tvar:

f0,y) =4y,  ye€(0,1).
Dalsimi podezfelymi body tedy jsou [0, 0], [0, 1].

Podobné zkoumejme chovani na mnoZzin€ Hs. Funkce f ma na Hj tvar:

f(z,0) =2z, z € (0,1).

Podezielymi body tedy jsou [0, 0], [1, 0].
Porovnanim funkénich hodnot v podezielych bodech zjistime, Ze f nabyvd maxima na mnozZiné M v
bodé [0, 1] a minima v bodé [0, 0].
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8. Mnozina M je omezend a uzaviend, a proto je kompaktni (jednd se o plast’ valce bez podstav). Funkce
f je spojita na M, takZe na M nabyva svého maxima i minima. Vnitfek mnoziny M je prdzdny. Z tvaru
funkce f vyplyvd, Ze

f(fE,y, 1) = f(xay7 _1) < f(%i%z) < f(%il/»()% [‘T7y72] € R37 z € (_1a 1) \ {O}
Maxima se musi tedy nabyvat na mnozin&€ M N {[z,y,z] € R®* 2 = 0} a minima na mnozin& M N
{[z,y,2] € R? z = —1neboz = 1}. Polozme g(x,y) = 2% + zy + y* a vySetiujme extrémy g na

mnoziné H = {[x,y] € R?; 2% + y? = 1} metodou Lagrangeovych multiplikdtor. Vazebnd podminka je
urcena funkei h(x,y) = 22 + y? — 1. Plati g, h € C'(R?). Pro parcidlni derivace funkce h plati

oh oh
%(w,y) = 2z, ;y(x,y) =2y.

Pro kazdé [z, y] € H mame (%(x, Y), g—Z(x, y)) # (0,0). Resme nasledujici soustavu
eyt =1, (M
2 +y = \2x, 2)
T+ 2y = A2y. 3)

Sectenim (2) a (3) dostaneme (3 — 2X)(x +y) = 0. To znamend, Ze bud’ = —y nebo A = 3/2. V prvnim
piipadé dostaneme z (1) podezielé body [1/v/2, —1/v/2], [~1/v/2,1/+/2]. Ve druhém piipadé s pomoci
(2) odvodime x = y a (1) déva podezielé body [1/v/2,1/v/2], [~1/v/2, —1/+/2]. Funkce g nabyva minima

na mnoziné H v bodech

[1/V2,—1/V2], [-1/V2,1/V?2]
a maxima v bodech

(1/vV2,1/V2], [-1/V2,-1/V2].

Z vyse uvedeného vypocCtu vyplyvd, Ze funkce f nabyva minima v bodech

[_1/\/53 1/ﬁ7 _1]7 [1/\@’ _1/\/§a _1]a
[—1/v2,1/v2,1], [1/v2, -1/v/2,1]

a maxima v bodech

[1/3v/2,1/v/2,0], [-1/V/2,-1/V/2,0].

9. Mnozina M je omezend a uzaviena (jednd se o prdnik uzavieného kruhu s uzavienou polorovinou), a
proto je kompaktni. Funkce f je spojitd na M, takze na M nabyvd svého maxima i minima. Hledejme
podezielé body nejprve uvnitf mnoziny M. Spoéteme parcialni derivace f:

of _ 2 of _

Obeé parcidlni derivace jsou nulové v bodech [—1/2, 0], [0, 0]. Pouze prvni bod v3ak patfi do vnitiku mno-
Ziny M.
Hranici mnoZiny M si rozdélime na dvé ¢asti:
Hy = {[z,y] e R* 2 =0, y € [-2,2]},
Hy = {[z,y] € R* 2? +4? =4, x < 0}.
Na mnoziné H; ma funkce f podezfelé body: [0,2], [0,—2], [0,0], protoze f(0,y) = —y?. Podezfelé
body na H, budeme hledat metodou Lagrangeovych multiplikatorti. Vazebnd podminka je urCena funkci
g(x,y) = 2% 4+ y? — 4. Funkce f i g jsou tifdy C' (R?). Na mnoZin& H, je vzdy (%, g—z) # (0,0). Resme
néasledujici soustavu
v*+yt =4, M
21 + 422 = N2z, )
—2y = \2y. (3



Z (3) dostaneme, Ze A = —1 nebo y = 0. Prvni moZnost spolu s (2) dava, Ze z = 0 nebo x = —1. Pomoci
(1) dopodteme pro tato 2 piislusna y a dostaneme body [0,2], [0, 2], [~1,+/3], [~1, —/3]. Prvni dva
ovSem nelezi v Hy. Pokud y = 0, pak z (1) dostdvdme bod [—2, 0] a bod [2, 0], ktery ov§em neleZi v Ho.

Porovnanim funkénich hodnot v podezielych bodech zjistime, Ze f nabyvd maxima v bodé [—1/2,0] a
minima v bodé [—2, 0].

10. Mnozina M je omezend a uzaviena (jedna se o prinik sféry a roviny), a proto je kompaktni. Funkce f
je spojitd na M, takZe na M nabyva svého maxima i minima. Hledejme podezielé body metodou Lagran-
geovych multiplikdtorti. Mnozina M je urena pomoci vazebnych funkci

gl(iﬂ,y,Z):.’E2+y2+Z2—1, 92($,y,2):$+y+2—1
Obé funkce g1, go jsou tfidy C*(R?) stejné jako funkce f. Pro parcidlni derivace téchto funkei plati

8f - 891 - 892 o
aix(mﬂ%z) =Y, 817 (.’IJ,y,Z) - 2$7 8x (x,y,z) - 17
of I 992

3y (2,9,2) =+ 2, 9y (z,y,2) = 2y, 9y (z,y,2) =1,
of _ g1 _ 992 _
g((E’y,Z) =Y, (92’ (il?/y,Z) - 227 aZ (x,y,z) =1L

Vektory (2z,2y,22), (1,1,1) jsou linedrné zavislé, pravé kdyz = y = z. Zadny takovy bod oviem
neleZi v mnoZiné M. Nyni budeme feSit ndsledujici soustavu

Y= A2z + A, (1)

T+ z=XM2y+ Ao, 2)

Yy =A2z+ Ag, 3)

2+ y? + 22 =1, (4)
r+y+z=1 (5)

Z (1) a (3) vyplyva Ay = A1 z. To znamend, Ze mame dvé moZznosti: bud’ A; = 0 nebo z = 2. V prvnim
pripadé dostaneme nejprve z (1) y = Ao. Odtud a z (2) obdrzime = + z = y. Tento vztah spolu s (4) a (5)
dava podezielé body

(1—\/5)/4,1/2,(1+\/5)/4], {(1+¢5)/4,1/2,(1—\/5)/4 :
Ve druhém piipadé dostaneme pomoci vztaht (4) a (5) podezielé body
[0,1,0], [2/3,-1/3,2/3].
Porovnanim funk¢nich hodnot v podezielych bodech zjistime, Ze funkce f nabyvd na mnoZiné M minima
v bodé [2/3, —1/3,2/3] a maxima nabyva v prvnich dvou podezielych bodech.

11. Mnozina M je omezend a uzaviena (jedna se o elipsu), a proto je kompaktni. Funkce f je spojitd na
M, takZe na M nabyva svého maxima i minima. Hledejme nejprve podezfelé body uvnitf mnoZziny M. Pro
parcidlni derivace funkce f plati:
9 .

a*fu, y) = 2a -~ G g (o2 4 7y?)em B L (4g),

x
9 .
Ff(x, y) = 1y - e+ 1 (g2 4 7y?)e B0 L (—ay),

Y

Uvnitf mnoziny M hleddme ty body, kde jsou ob¢ parcidlni derivace nulové. To jsou pravé ty body z M,
které spliuji

22(1 — 2(z* + 7y?)) = 0, (1)
2y(7 — (2% + 7y%)) = 0. )

Resenfm této soustavy jsou body [0,0], [1/v/2,0], [-1/+/2,0], [0,1], [0, —1], pouze prvni tii viak lezi
uvnitf mnoZiny M.
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Podezielé body na hranici M hledejme metodou Lagrangeovych multiplikdtord. Mnozina H (M) je
urcena pomoci vazebné funkce

gz, y) = 2® +4y° — 1.
Funkce f i g jsou tfidy C*(R?). Pro parcialni derivace g plati
99 9g
9y =22, D(a,y) =8y
5, &Y =20 dy (z,y) = 8y

Vektor (2, 8y) je nulovy, pravé kdyz [z, y] = [0, 0]. Tento bod ovSem neleZi na hranici mnoziny M. Nyni
budeme fesit nisledujici soustavu

2 - e~ (27 4 (z* + 7y2)ef(2x2+y2) - (—4x) = 2\, (1)
1y - e~ 37+ (22 4 7y?)e” 7)) L (—2y) = Ay, )
2 4+ 4y% = 1. 3)

Z (1) vyplyvd, Ze = = 0 nebo e~ ¥ +¥°)(1 — 2(22 + 7y2)) = X a z (2) vyplyvd, e y = O nebo
e~ (2" +v) (7 — (22 4 7y?)) = 4\. Pokud z = 0, pak podle (3) je y = +1/2. Pokud y = 0, pak podle (3)
jex = +1.V pfipadé, Ze © # 0 a y # 0, musi byt
e~ (1 = 2(2? 4 7y?)) = e G (T — (22 + T2)).
Odtud plyne 7(z% + 7y?) = —3, coZ je spor. Nalezli jsme tyto podezielé body
[0,0], [1/v2,0], [-1/v/2,0], [0,1/2], [0,—1/2], [1,0], [-1,0].
Funkce f nabyvd maxima v bodech [0,1/2], [0, —1/2] a minima v bodg [0, 0].

12. Mnozina M je omezend a uzaviend, a proto je kompaktni. Funkce f je spojitd na M, takZze na M
nabyva svého maxima i minima. MnoZina M ma prazdny vnitfek.
Podezielé body hledejme metodou Lagrangeovych multiplikatorti. MnoZina M je urcena pomoci va-
zebnych funkci
gl(l',y,Z):l'Z—f—yQ—f—Zg—l, 92($>yaz):$2+y2_22'
Funkce f, g1 i g2 jsou tiidy C!(R?). Pro parcidlni derivace téchto funkcf plati

0 0 0

(.2 = ey, X (0,9,2) = 2m, 2 (0,,2) = 22,
3f y 891 392

ay (I7 y7 Z) € x7 ay ('r7 y7 Z) y’ ay (x7 y7 Z) y?
0 0 0

o ey =1, M (09,90 = 25 2 (4,9,2) = 22

Vektory (2z,2y,22), (2z,2y, —2z) jsou linedrné zavislé, pravé kdyz z = 0 nebo x = y = 0. Zadny
takovy bod nelezi v mnoZiné M. Nyni budeme fesit nasledujici soustavu

ey = A2z + A2z, €))

e = A2y + A2y, 2)

1= X2z — X2z, 3

2+ y? 422 =1, @)
2249 —22=0. (5)

Z (4)a(5) vyplyva, ze z = £1/ V2. Odetteme-li (1) od (2) dostaneme
(@ —y)=—-2(M+ X)(z—y).

Z posledni rovnice plyne, Ze bud’ = = y nebo e™¥ = —2(A\; + A3). V prvnim piipad€ dopo&itdme ze (4)
tyto podezielé body

[1/2,1/2,1/V2], [1/2,1/2,—-1/V2],
[~1/2,-1/2,1/V?2], [-1/2,-1/2,-1/V2].
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Ve druhém piipadé dosadime za e™¥ do (1) a dostaneme
=2y(A1 + A2) = 22(A1 + A2).
Nyni mame opét dvé moZnosti: bud’ © = —y nebo A1 + Ay = 0. Prvni moznost dava podezielé body
[1/2,-1/2,1/v2], [1/2,-1/2,-1/V2],
[~1/2,1/2,1/V2], [-1/2,1/2,-1/V2).

Druhd moZnost spolu s (1) a (2) divd x = y = 0. Toto vSak nemuZe nastat vzhledem ke (4) a (5).
Funkce f nabyvd maxima v bodech

[1/2,1/2,1/V2],  [-1/2,-1/2,1/V/2]

a minima

[—1/2,1/2,-1/v2],  [1/2,-1/2,—-1/V2].

13. Polozme

giley,z) =2 +yP +20 =1, galryz) =a -y - 22

Obé funkce jsou spojité a proto je mnoZina M uzaviend. MnoZina M je obsaZena v jednotkové kouli
o stfedu v pocétku - je tedy omezend. Z charakterizace kompaktnich podmnoZin R"™ vyplyva, ze M je
kompaktni. Funkce f je spojitd a proto nabyvad na M svého maxima i minima. Hledejme podezielé body
pomoci Lagrangeovych multiplikétort. Vidime, Ze f, g1, g2 € C1(R?).

of B g1 _ 992 _
a(x,y) =22+ 22 D (z,y) =2z 5 (z,y) =1
of B dg1 _ 992 _
@(w,y) =2y 9y (z,y) =2y 9y (z,y) = —2y
of B oq B 092 .
g(x,y) =2z +1 By (z,y) =22 By (z,y) = —22

Zkoumejme pro kterd [z,y, z] € M jsou vektory (2z,2y,2z), (1, —2y, —2z) linearné zavislé. Jde tedy o
to zjistit, kdy je hodnost nésledujici matice mensi nez 2.

1 -2y -2z
20 2y 2z

Trteti fadkovou elementarn{ Gipravou dostaneme

1 -2y -2z
2¢r+1 0 0/

Hodnost této matice je mensi nez 2, pravé kdyz = = —% nebo y = z = 0. Neni obtiZzné dosazenim zjistit,
Ze body spliiujici nékterou z téchto podminek nemohou leZet v M. Nyni feSme soustavu:

2 +yP+22=1 (1)

r=y’+2 2

20 + 22 =2\ x4+ Ao 3)

2y =2My — 2\y 4

20 + 1 =2X\z— 2Xyz (®)]

Z()a@) vyplyviz? 4+ —1=0,t.2 = %(—1 ++/5). Vzhledem k (2) musi byt = nezdporné a proto
nds zajima pouze kladny kofen kvadratické rovnice, tj.

z=(V5—1)/2 (6)
Z (4) vyplyva, ze bud y = 0 nebo A\; — A2 = 1. V prvnim pfipadé vypoclteme z (2) a (6), Ze z =

+1/(v/5 — 1)/2. Odtud dostdvdme podezielé body
[(\/5 —1)/2,0,1/ (V5 — 1)/2} , [(\/S— 1)/2,0,—/ (V5 — 1)/2} .
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Ve druhém piipadé plyne z (5) = + % = 2. TakZe z = v/5/2. Z (2) plyne y? = = — z2. Po dosazeni méme
y? = (2¢/5 — 7)/4 < 0 — coZ neni moZné.

Dosazenim zjistime, Ze funkce f nabyva na M svého maxima v prvnim podezifelém bodé a minima ve
druhém.

14. Mnozina M je uzaviend a omezend (jednd se o prinik uzavieného kruhu a uzavieného prvniho kvad-
rantu) — je tedy kompaktni. Funkce f je spojitd na celém R? a proto musi nabyvat maxima i minima na
mnoziné¢ M. Zkoumejme chovani funkce f nejprve na vnittku mnoziny M.

of 1 af 1
%(x’y)_m’ iy(x’y)_l—kyz'
Uvnitf mnoZiny M jsou obé€ parcidlni derivace funkce f nenulové, proto uvniti M neni Zadny podeziely

e w2

bod. Hranici mnoZiny M rozdélme na tfi ¢4sti:
Hy = {[z,0]; = € (0,1)},
Hy ={[0,y]; y € (0, 1)},
Hs ={[z,y]; x>0, y >0, 2® +y* = 1}.

Je-li [z,y] € Hy, plati f(z,y) = arctg x. Funkce arctg je rostouci a proto podezielymi body jsou [0, 0] a
[1,0]. Podobné je tomu na mnoziné Hy. Tam dostdvdme podezielé body [0, 0] a [0, 1]. Na H3 pouZijeme
metodu Lagrangeovych multiplikdtord. Necht g(z,y) = 22 + y* — 1. Vidime, Ze f, g € C*(R?). Pro
parcidlni derivace g plati:

%(xvy) = 2, %(w,y) =2y.
Vektor (2z, 2y) je nulovy, pravé kdyz [z, y] = [0, 0] — tento bod oviem neleZi v Hs. Nyni je tieba vyfesit
néasledujici soustavu

22 + y2 -1 )
1 +1 R (3)

Z (2) a(3) vyplyva
N2z(1+a?) = A2y(1 +y°). )

Z (2) vyplyva, ze A # 0. Proto miZeme (4) upravit na tvar
v—y=—(z -y +ay+y°).
Plati tedy bud’ x = y nebo —1 = 22 + 2y + y>. Druhd moZnost viak nastat nemiZe, nebot’ prvky z H3
maji obé& soufadnice kladné. Prvni moZnost spolu s (1) ddvd dalii podeziely bod [1/v/2,1/v/2].
Nalezli jsme tyto podezielé body: [0, 0], [0, 1], [1, 0], [1/v/2, 1/+/2]. Porovnanim funk&nich hodnot funkce
f v uvedenych bodech (proved’te podrobné) zjistime, Ze f nabyvd svého minima v bodé [0, 0] a maxima v

bodé [1/+v/2,1//2].



